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1 Suites récurrentes aléatoires discretes

Dans tout ce qui suit, on se donne deux espaces dénombrables E et F, une
application f : E x F — E,(z,y) — f(z,y), une suite de VA U, : Q — F de
variables aléatoires indépendantes et indentiquement distribuées. Les variables
aléatoires X,,, définies par la donnée de Xy : Q — F indépendant des U, et la
relation de récurrence :

Xns1= f(Xm Un+l)

forment une suite récurrente aléatoire.

1.1

a) Vérifier que Uy, est indépendante de Xy, ..., Xn.
b) Montrer que, pour tout n € N et tout choix de iy, ... ,in,? dans E,

P(Xn.H=i|Xo=i0,...,Xn=in)=S=P(Xn+1=i|Xn=in)
ou § = z_/‘(i,,,j)=i P(Un41 =)

Cette derniére propriété est appelée propriété de Markov. On note désormais
Q(i,7) = P(Xn+1 = J | Xn = i) la probabilité de transition de I'état i & D'état
7, qui ne dépend pas de n (pourquoi 7).

1.2

Déterminer P(Xy = tp,...,Xn = i) en fonction de la loi de Xj et des proba-
bilités de transition, puis donner P(Xp = g et X5, = iy).

1.3 Etude d’un exemple

Soient d € N*, X, une VA & valeurs dans Z¢, Uy, : © — Z9 une suite de variables
aléatoires IID de loi ¢, indépendantes de Xy ; on définit la suite X, (position
d’une particule effectuant une marche au hasard) par la donnée de Xj et la
relation

Xn+1 =Xp 4+ Un+1-

Déterminer les probabilités de transition attachées a cette situation.
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2 Marches aléatoires sur 7 et 7Z°

2.1 Retouralo

Soit Uy, une suite de VA de Bernoulli indépendantes, définies par
PUn=1)=p, PU,=-1)=1-pavec0<p < 1/2.

On considére la marche aléatoire Xog = 0, X,, = Xq+U; ++ - -+ U,. L’événement
An = (X5, =0) est un retour 4 0.

a) Que représente I'événement A = limsup Ay, ?

b) Calculer les P(A,). Montrer que P(A) = 0.

On suppose dans la suite de cette partie que Xy = 0 p.s., et que les U, prennent
leurs valeurs dans {-1,1}, avec équiprobabilité. p, désigne alors P(X, = 0).

2.2 LecasdeZ

Ici, d = 1. On introduit la VA (justifier) 4 valeurs dans N U {+o0} :
Ty =inf{n > 1; X, = 0}.

a) En utilisant le principe de réflexion, montrer que, pour tout n > 1

n—1 n—2

P(Ty = 20) = 5y (G5 - G35,
b) Comparer P(Xon—2 = 0) — P(X2, = 0) et P(Tp = 2n).
c) Prouver que P(Tp < +0o0) = 1.
d) Montrer que la suite X, retourne p.s. une infinité de fois & 0.

2.3 Lecasoud=2

Les notations sont celles qui précédent et d = 2, On suppose dans la suite de
cette partie que Xo = 0 p.s., et que Uy = (1,0), Uz = (-1,0),U3 = (0,1), Uy =
(01 —1)'

a) Montrer que que le nombre de chemins de longueur 2n qui retournent &

l’origine est
(211) Z" (n) ( n )
n) = E)\n-k

puis prouver que E::a Pn = +00.

b} On note g, la probabilité de premier retour de X, en (0,0), c’est-a-dire
P(Ty =n), on pose gy = 0.

i) Montrer que, pour tout n > 1, p, = ZZ=1 QkPr—k-

(8




ii) Comparer les-fonctions génératrices f et g de py, et gy respectivement et en
déduire 3757 gx = 1. /

2.4 Passagede zaw

Soit (z,w) € (Z2)%. On note Xy, la suite de VA définie par la donnée de Xo = 2
et la relation Xpy1,: = Xn,z + Un, €t pour n 2 1, pu(z,w) la probabilité de

(X = w), qn(;‘w) celle de

(Xn:=wet Xy, #wsil < k<n)
(premiére fois olt Xy,: passe par w au temps 7, avec qo(z,w) = 0).
a) Montrer que, pour tout T € Z2,
Pa(z,w) = Da(2+ &, w + T) et gn(2,w) = gn(z + 2, W + z)

QI(:$w) = Pl(O,’UJ = :) N Qn(:1 ’UJ) = qn(orw - Z) 3 ZZ=1 Qk(zyw) S 1;

n
pn(‘.‘a 'LU) . Z (Jk(z! w)pn—k(oy 0
k=1

En déduire que Y po, pi(z,w) = +o0.
b) On pose Gy (2, w) = ¥ jep Pn(2,w) et F(z,w) = 2+ gn(z,w). Montrer que
. Gn(sz)
m -2t - p(z
n=+eo Gp(0,0) (i)

> palz,w)F(w,y) = F(2,9)

weZ?

en commencant par n =1, et en déduire :

F(z,0) =1=F(z,w).

2.5 Fonctions Harmoniques sur YA

Soit a : Z2 — R* une fonction harmonique positive, c’est-a-dire que 'on a,
pour tout (4,7) € Z?, a(i,j) > 0 et

4a; 5 = @iy1,5 + Qi-1,j + Qij+1 + Qi j-1.

On se propose de montrer que a est constante. Soit (z,w) € (Z%)%.
a) Soit n > 1 un entier. Montrer, par récurrencesurn > 1:a(2) = 3 cz2 Pn(2, y)a(y).

b) Prouver que pour tout w € Z? : a(z) > a(w) 3 p_; qx(z,w) et conclure.




3 Marche Transiente

On suppose enfin d = 3, Les Uy, sont les vecteurs de la base canonique et leurs
opposés.

CEl

- 1
i) Prouver que, pour tout j,k,n € N avec j + k < n, m 2 &P

©f

ii) Montrer que la probabilité de retour a 'origine aprés 2n étapes est

1 /2n 1 n! o
mem() T Gmmem

Jk>0+k<n

¢) Vérifier que la série 3 p, converge, en conclure que la probabilité de retour
infini & l'origine est < 1.

Conséquence : si un Centralien rentre & la résidence aprés une soirée, il vaut
mieux qu'il se souvienne de 1'étage de sa chambre,
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